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概要
本稿は, 研究集会「第 18 回 数論女性の集まり」(WINJ2025) における講演で発表した主
要な結果と証明の概要を解説するものである. 特に, 素数 q ≡ 7 (mod 8) に対し, 虚二次体
Q(

√
−q) を虚数乗法に持つ Gross楕円曲線の二次ツイストの中心 L値に関する非消滅定理を

紹介する. この結果は, Coatesと Liによって素数 q が q ≡ 7 (mod 16) の場合に証明されて
いた定理を, すべての q ≡ 7 (mod 8) の場合に拡張するものである. この非消滅定理から, こ
れらの楕円曲線のモーデル・ヴェイユ群とテイト・シャファレヴィッチ群が有限であることが
導かれる. さらに, Birch–Swinnerton-Dyer（BSD）予想がこの楕円曲線の族に対して完全に
成立することも示される. 証明の鍵となるのは, 岩澤理論と一般化された Zhao の帰納法を組
み合わせ, 中心 L値の代数的部分の 2-進付値を精密に決定する点にある.
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1 序論
1.1 背景：Birch–Swinnerton-Dyer予想
楕円曲線は, 数論における中心的対象の一つであり, その整数論的性質は極めて深い構造を持つ
ことが知られている. 楕円曲線 E の数体 F 上の有理点全体のなす群 E(F ) は, モーデル・ヴェイ
ユの定理により有限生成アーベル群となる:

E(F ) ∼= Zr ⊕ E(F )tors.

ここで E(F )のねじれ部分群 E(F )tors は有限群であり, E(F )の階数 r は E の算術における最も
重要な不変量の一つである.

一方, 楕円曲線 E/F には, その算術情報を担うハッセ・ヴェイユ L関数 L(E/F, s) が付随する.

Birch–Swinnerton-Dyer（BSD）予想は, L関数の解析的な性質と E の算術的な性質を結びつけ
る壮大な予想である.

BSD予想 楕円曲線 E/F のモーデル・ヴェイユ群の階数 r は, L関数 L(E/F, s) の s = 1 に
おける零点の位数と一致する:

rankZ(E(F )) = ords=1L(E/F, s).

さらに，テイト・シャファレヴィッチ群X(E/F ) が有限であるという仮定の元, L(E/F, s) の
s = 1 におけるテイラー展開に対して，先頭係数は次のように与えられると予想されている:

lim
s→1

L(E/F, s)

(s− 1)r
=

ΩE · Reg(E/F ) ·#X(E/F ) ·
∏

v cv√
|∆F |#(E(F )tors)2

.

ここで ΩE は E に付随する複素周期，Reg(E/F ) はネロン・テイトの高さによるレギュレーター，
X(E/F ) はテイト・シャファレヴィッチ群，cv は有限素点 v における玉河数, ∆F は F の判別式
表す．
この予想の最も基本的な場合は, 解析的階数が 0の場合, すなわち L(E/F, 1) ̸= 0 の場合である.

このとき, モーデル・ヴェイユ群 E(F ) は有限群となることが期待される. この方向での進展とし
て, 楕円曲線 E が虚二次体 K により虚数乗法 (CM) を持つ場合には Coates–Wiles や Rubin ら
の研究が, また CMを仮定せずモジュラーである一般的な場合には Gross–Zagierや Kolyvaginら
の研究があり, 大きな進展が得られている. 近年では, Burungale–Flachにより Rubinの結果は E

が任意の代数体上に定義されている場合にすべての素数 pにおいて一般化された.

本稿は, [4]で得られた CM楕円曲線に関する結果を報告することを目的とする.

1.2 Gross楕円曲線
本研究の中心的な対象は, Benedict Grossによって導入された特別な楕円曲線族である.



q ≡ 7 (mod 8) を素数とする. K = Q(
√
−q) を虚二次体, OK をその整数環とする. 体 K から

Cへの埋め込みを一つ固定する. Gross楕円曲線 A は K のヒルベルト類体 H 上で定義される楕
円曲線で, 以下の特徴を持つ.

• A は, OK による虚数乗法を持つ
• A の minimal discriminant ideal は disc(A) = (−q3)で与えられる.

• A は Q-curveである (Aと σ ∈ Gal(H/Q)のすべての共役 Aσ は isogenousである).

Grossは, 上記を満たす A が存在し, さらに Aの H 上のモーデル・ヴェイユ階数が 0であるこ
とを自身の 1980年の博士論文で示した. 続いて 1982年に, Aが H 上で大域的極小モデルを持つ
ことも示した. Rohrlich (1980) はこれに対応して, L(A/H, 1) ̸= 0 であることを証明し, さらに
Rodriguez Villegas (1991)が別の方法によって同様の結果を与えた.

平方因子を持たない整数 R に対し, A の二次ツイスト A(R) は, 二次拡大 H(
√
R)/H に対

応するツイストである. (A と A(R) は H 上では同型ではないが, H(
√
R) 上では同型になる.)

Yang (1999) は R が q に対して小さい時 (およそ R < q1/4), R による二次ツイスト A(R) が
L(A(R)/H, 1) ̸= 0を満たすことを示した.

本稿では, より広範な二次ツイスト族に対する L 関数の中心値の非消滅性を扱う.

1.3 アーベル多様体への変換
まず, 楕円曲線 A/H の問題を, CM体 K 上のアーベル多様体の問題に変換する. これはWeil

のスカラーの制限を用いる.

定義 1.1. B = ResH/K(A) を, A の定義体を H から K へ制限して得られるアーベル多様体
とする. B は K 上定義された dim(B) = [H : K] = h 次元のアーベル多様体である. また,

T = EndK(B)⊗Z K は K 上次数 h の CM 体である．

この変換により, L関数の間には以下の関係が成り立つ. A/H の L関数は, Deuringの定理によ
り, A/H に付随するヘッケ指標 ψ を用いて L(A/H, s) = L(ψ, s)2 と書ける. K の C への埋め込
みを延長する形で，T の C への埋め込みを一つ固定し, B/K に付随するヘッケ指標を φ とする.

このような α : T ↪→ C の選び方は h 通り存在する．A/H のヘッケ指標を ψ と書き，B/K の α

に相対するヘッケ指標を φα と書くと,

L(ψ, s) =
∏

α∈HomK(T,C)

L(φα, s)

という積表示を持つ. したがって, L(A/H, 1) ̸= 0 を示すことは, L(φ, 1) ̸= 0 を示すことに帰着さ
れる. 同様の関係がツイスト A(R) と B(R) に対しても成り立つ. 証明の目標は, B(R)/K に付随
するヘッケ指標 φR の L関数 L(φR, s) の s = 1 における値の 2-進付値を決定することである.



1.4 主結果
本稿では, 以下に定義される楕円曲線 A の二次ツイスト族を考察する.

定義 1.2. 集合 R を, 以下の条件を満たす相異なる素数 r1, . . . , rk の積で書かれる平方因子を持
たない正整数 R = r1 · · · rk (k ≥ 0) の集合とする.

1. ri ≡ 1 (mod 4) for i = 1, . . . , k.

2. 各 ri は K で惰性が残る (inert) .

R = 1 の場合は k = 0 とみなす.

本稿で紹介する主結果は, このツイスト族の中心 L値 L(A(R)/H, 1) の非消滅性とその 2-進付値
の精密な評価である.

定理 1.3. q を q ≡ 7 (mod 8) なる素数とし, K = Q(
√
−q) とする. H を K のヒルベルト類体,

A を H 上の Gross楕円曲線とする. R = r1 · · · rk ∈ R に対し, A(R) を A の二次ツイストとす
る. このとき, 中心 L値は L(A(R)/H, 1) ̸= 0 を満たす. さらに, L値の代数的部分の 2-進付値を
評価するにあたり, K において 2OK = pp∗ と分解し, T を B の CM体とする. ここで, φR は
B(R)/K に付随するヘッケ指標, Ω∞ は Aの複素周期すると, L(ϕR,1)

√
R

Ω∞
は合成体 THに属する.

さらに, P を p の上にある TH の特別な素イデアルとすると,

ordP

(
L(φR, 1)

√
R

Ω∞

)
= k − 1

が成り立つ.

この定理は, q ≡ 7 (mod 16) の場合に Coates と Li によって示された結果を, すべての q ≡ 7

(mod 8) の場合に拡張するものである. 特に, q ≡ 15 (mod 16) の場合は, 関連する岩澤加群が非
自明となり, より深い考察を必要とした.

この主結果の直接的な帰結として, 以下の系が得られる.

系 1.4. 上記と同じ仮定の下で, 以下が成立する.

1. モーデル・ヴェイユ群 A(R)(H) とテイト・シャファレヴィッチ群 III(A(R)/H) はともに有
限である.

2. A(R)/H に対して, Birch–Swinnerton-Dyer予想が完全に成立する.

3. 非消滅となるツイストの密度は, fundamental discriminant D ≥ 1 に対し N(X) =

#{D < X | L(A(D)/H, 1) ̸= 0}と定義すると,

N(X) ≫ X

log
3
4 X

を満たす.



2 証明の概略
定理 1.3の証明は, 基底段階 (base case) と帰納段階 (inductive step) の 2つの部分から構成さ
れる. 基底段階を示す過程では Aのスカラー制限 B = ResH/K(A) に対して, 素数 2における岩
澤理論を用いる. 帰納段階では一般化した Zhaoの方法を用いる.

2.1 証明の概略
証明は R の素因数の数 k に関する帰納法で行われる.

基底段階 (k = 0, R = 1): ツイストのない場合, L(φ, 1) ̸= 0 を示す. これは岩澤理論を用いて達
成される. 具体的には, B に付随する岩澤主予想を利用し, L(φ, 1) の代数的部分の P-進付
値が −1 であることを示す. これが帰納法の出発点となる.

帰納段階 (k ≥ 1): R の素因数の数が k − 1 以下の場合に定理が成立すると仮定し, k の場合に証
明する. ここでは, Zhaoによって開発された帰納的な手法をアーベル多様体の場合に一般化
して用いる. 異なるツイストの L値を関係付ける和公式を使い, 帰納法の仮定と基底段階の
結果から, L(φR, 1) の P-進付値を求める.

3 基底段階：岩澤理論の応用
基底段階である R = 1 の場合の証明は, 岩澤理論の深い応用に基づいている.

3.1 特別な素イデアルと岩澤理論の設定
K = Q(

√
−q) で q ≡ 7 (mod 8) であるから, 素数 2 は K で分解する: 2OK = pp∗. B の自己

準同型環から生成される CM体を T とする. このとき, T の素イデアルで p の上にある特別なも
の P を一つ選ぶ. この P が岩澤理論を展開する上での「素数」の役割を果たす.

F∞ = K(BP∞) を, B の P-べき捻れ点すべてを K に添加した体とする. この拡大 F∞/K は
Z2 拡大を部分拡大に持つ. この拡大に付随する岩澤加群を X(F∞) とする. これは, F∞ の最大不
分岐アーベル pro-2拡大のガロア群である.

3.2 岩澤主予想とセルマー群
岩澤理論の主定理（主予想）は, L関数の p-進的な類似物（p-進 L関数）と, 算術的な対象であ
る岩澤加群（あるいはセルマー群）とを結びつけるものである.

命題 3.1. B/K に対する岩澤主予想は成立する（[10]で証明済み）. これは, 解析的に定義される



P-進 L関数が, 代数的に定義される岩澤加群 X(F∞) の特性イデアルを生成することを主張する.

セルマー群と岩澤加群は双対的な関係にある. 有限レベルでの降下理論 (finite-level descent）と
無限レベルでの岩澤理論（infinite-level descent）を組み合わせることで, セルマー群の位数を計算
することができる.

論文 [4]では, これらの降下理論の計算を組み合わせることで, Gal(F∞/K∞) の作用で不変なセ
ルマー群の部分群の位数を決定する. K∞ は F∞/K に含まれる Z2 拡大である. この計算結果を
岩澤主予想と結びつけることで, P-進 L関数の特殊値が非零であることが示され, その値が具体的
に計算される.

最終的に, この一連の議論から次の結論が得られる.

系 3.2. L(φ, 1) ̸= 0 であり, その代数的部分の P-進付値は

ordP

(
L(φ, 1)

Ω∞

)
= −1

となる.

これは主定理の k = 0 の場合に相当し, 帰納法の基盤となる.

4 帰納段階：一般化された Zhaoの方法
基底段階の結果を元に, R の素因数の数 k に関する帰納法で主定理を証明する. 中心的な役割を
果たすのは, 異なるツイストの L値を関係付ける和の公式である.

4.1 中心的な和公式
命題 4.1. R = r1 · · · rk ∈ R とする. このとき, HR = H(

√
r1, . . . ,

√
rk) の元 VR で, 2 の上の素

点で整なものが存在し, 以下の等式を満たす.∑
d|R

LR(φd, 1) = 2kVR.

ここで LR は R と q 以外の素点でのオイラー因子を取り除いた非原始的（imprimitive）L関数
である.

この公式を, 通常の（原始的）L関数を用いて書き直すと,

∑
d|R

L(φd, 1)

Ω∞

∏
r|R/d

(
1− φd(rOK)

r2

)
= 2kVR

となる. ここで r は素数を表す.



4.2 帰納法の実行
記法を簡潔にするため, L(d) = L(ϕd,1)

√
d

Ω∞
とおく. 目標は ordP(L(R)) = k − 1 を示すことで

ある.

Step 1: (k = 1, R = r) の場合 和公式は d = 1, r の和となり,

L(r)√
r

+ L(1)
(
1− φ(rOK)

r2

)
= 2Vr

と書き直せる. ヘッケ指標の性質から φ(rOK) = −r であることがわかる. 基底段階の結果より
ordP(L(1)) = −1 である. 一方,

ordP

(
1− −r

r2

)
= ordP

(
1 +

1

r

)
= ordP

(
r + 1

r

)
r ≡ 1 (mod 4) より, ord2(r+1) = 1 である. よって ordP(r+1) ≥ 1となる. したがって, 第 2項
の付値は ordP(L(1))+ordP(r+1) ≥ −1+1 = 0 となる. 右辺は ordP(2Vr) ≥ 1 である. 非アル
キメデス付値の性質から, 和の付値は最小の付値に等しい. もし ordP(L(r)/

√
r) ̸= ordP(第 2項)

であれば, いずれかが全体の付値を決定する. 論文での精密な議論により, ordP(L(r)/
√
r) = 0 が

結論付けられる. これは k = 1 の場合の主張 k − 1 = 0 と一致する.

Step 2: (k ≥ 2) の場合 和公式を L(1) で割り,

L(R)/L(1)√
R

+
∑

d|R,d ̸=R

L(d)/L(1)√
d

∏
r|R/d

(. . . ) =
2kVR
L(1)

という形に変形する. 帰納法の仮定により, d|R, d ̸= R なる項 L(d) の P-進付値は分かっている.

ここでの困難は, 各項が異なる体の中に値を持つことである. しかし, [4, Proposition 6.5]により,

比 L(d)/L(1) は常に CM体 T に属することが示される. これにより, 全ての項を T の P-進完備
化 TP で評価することが可能になる.

帰納法の仮定から, 和の中の各項 L(d)

L(1)
√
d
の付値は ordP(L(d))− ordP(L(1)) = (val(d)− 1)−

(−1) = val(d) となる. ここで val(d) は d の素因数の数. 右辺の付値は ordP(2kVR/L(1)) ≥
k − (−1) = k + 1 となる. 和の部分 ∑

d|R,d ̸=1,R(. . . ) を P のべき剰余で評価する議論によ
り, この和全体の付値が k + 1 以上であることが示される. 最終的に, 付値が最も小さい項が
L(1)
L(1)

∏
(. . . ) =

∏
(. . . ) の項と L(R)/L(1)√

R
の項となり, 全体の付値の関係から

ordP

(
L(R)
L(1)

)
= k

が導かれる. これより,
ordP(L(R)) = k + ordP(L(1)) = k − 1

が得られ, 帰納法が完遂される.



これにより, 素数 q ≡ 7 (mod 8) に付随する Gross楕円曲線 A の, R に属する整数 R による
二次ツイスト A(R) の族に対して, 以下の結果が得られた.

1. 中心 L値は消滅しない: L(A(R)/H, 1) ̸= 0.

2. L値の代数的部分の 2-進付値が精密に決定された: ordP(. . . ) = k − 1.

本研究の意義は, 単に非消滅定理を証明しただけでなく, 岩澤理論と降下法を駆使して L値の p-

進的性質を深く解明し, それを帰納的な手法と組み合わせることで, 数体上の楕円曲線の無限ツイ
スト族に対する BSD予想に打ち立てた点にある. 証明は, q ≡ 7 (mod 16) という技術的な制約を
取り払い, より自然な数論的条件下で定理を確立したものである.

系 1.4, 1. を示すには, Gross–Zagierと Kolyvaginの定理を用いる. 系 1.4, 2. は Burungale–

Flach [1]の結果と合わせることにより得られる. 系 1.4, 3. における密度結果の証明は，Serre [6]

の着想に密接に従うものであり, その基盤には Delange, Wintnerらによる池原のタウバー型定理
の一般化 および Landau [5] の方法がある．
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